Series de Fourier

1. ¢Qué problema intentaba resolver Fourier?

Fourier se preguntd:
é¢Podemos construir cualquier seiial periddica usando solo ondas senoidales?

Sorprendentemente la respuesta es si.

Eso significa que formas muy distintas como:

Onda cuadrada

Onda triangular

Onda diente de sierra

Sefales de audio

Vibraciones mecanicas

todas se pueden construir sumando puros senos y cosenos.

2. é{Por qué senos y cosenos?

Porque son ondas perfectas, suaves, repetitivas y muy faciles de manejar.

Ademas:

Se repiten exactamente.

Puedes cambiarles frecuencia, amplitud y fase.

Son predecibles y limpias.

La electricidad y el sonido se comportan naturalmente como ondas.

Fourier descubridé que estas ondas son como bloques de construccidn, igual que los ladrillos para
hacer una casa.

3. La idea intuitiva
Imaginate que tienes la forma de una onda cuadrada y quieres recrearla.

Lo haces sumando muchas ondas suaves:

Primero agregas una senoide grande:
—> se parece un poco

Luego afnades otra mas rapida:

- se parece mas

Y luego otra...

Y otra...

Cada nueva onda mejora el dibujo completo y, sumdandolas todas, reconstruyen la seial exacta.
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Composicion de una onda cuadrada a partir de sus armdnicas




4. {Qué es una Serie de Fourier?

Es simplemente una suma de ondas senoidales (senos y cosenos) con diferentes:
amplitudes

frecuencias (armonicos)

direcciones de giro (fase)

Se escribe asi:

Sefial = (seno fundamental) + (seno armonico 2) + (seno armonico 3) + ...

Una Serie de Fourier es una receta que dice cuanto de cada onda necesitas para construir la se-
nal.

5. éQué son los armonicos?

La frecuencia principal se llama fundamental.
Las demas son multiplos enteros:

1f - fundamental
2f - segundo armodnico

3f = tercer armodnico
4f 5 cuarto armodnico

Son como “copias” de la onda original pero mas rapidas.

6. éPor qué las seiales tienen armoénicos?
Porque las sefiales reales NO son ondas perfectas.
Una onda cuadrada tiene cambios bruscos, y esos cambios requieren ondas rapidas (armdnicos al-

tos) para reproducirse correctamente.

Entre mds puntos “agudos” tenga una forma, mas armdnicos necesita.

7. éQué representa cada parte de la Serie?
Ao, - componente constante (DC)
A, - cuanto coseno necesita la sefial

B. - cuanto seno necesita la sefal

Como si fueran ingredientes de una receta.



8. ¢Qué importancia tiene en la vida real?

Las Series de Fourier son la base de:

analisis de sefiales

ingenieria de audio
compresion de imagenes JPEG
analisis de vibraciones
telecomunicaciones
electrdnica

instrumentacion cientifica

Casi toda la tecnologia moderna usa Fourier en alguna forma.
La magia practica de pasar al dominio de la frecuencia

Cuando conviertes una sefial al dominio de la frecuencia (con Serie, Transformada, DFT o FFT), ocu-
rre algo muy poderoso:

Una sefial complicada se convierte en una lista ordenada de frecuencias.

Imagina que tienes una onda cuadrada, una sefial de audio, una vibracion, o cualquier cosa com-
pleja.

En el tiempo es dificil manipularla.

Pero en la frecuencia es simplemente:

En frecuencia puedes eliminar componentes como si fueran piezas sueltas

En el tiempo:
Intentar “borrar una frecuencia” es casi imposible.

En frecuencia:
solo pones en cero el componente que no quieres.
Si, asi de simple.

Ejemplos reales:

Eliminar un zumbido de 60 Hz en una grabacién de audio
-> basta con poner en cero el bin de 60 Hz en el espectro FFT.

Quitar armoénicos molestos en una onda cuadrada

- dejas el fundamental, eliminas el 3f, 5f, etc., segun lo que quieras suavizar.

Filtrar ruido de alta frecuencia

-> en el espectro lo ves claramente y lo recortas.

Limpiar vibraciones en maquinaria
- basta eliminar los picos que corresponden a resonancias indeseadas.



Y lo mas importante: después puedes regresar al tiempo “sin esas frecuencias”

Con:

Serie de Fourier - sumas todo excepto los armdnicos eliminados
Transformada inversa = integras sin esos componentes

Inversa FFT = reconstruyes la sefial digital limpia

Resultado:
La sefial vuelve al tiempo pero sin los componentes eliminados.

Esto es esencial en:

ecualizadores

filtros digitales

cancelacién de ruido

comunicaciones

andlisis estructural

procesamiento de imagenes (JPEG es Fourier 2D)

Ejemplo: Seifal modulada - eliminar la portadora = recuperar la informacion (til

1. ¢Qué es una seial modulada?

En AM (amplitud modulada), la sefial util (voz o datos) se “monta” sobre una onda portadora de al-
ta frecuencia.

Ejemplo simple:
s(t) = [1 + m(t)] cos(wct)
donde:
m(t) = la informacion real
cos(wct) = la portadora
wc = frecuencia muy alta
En el tiempo se ve como una “montafia” oscilando rapido.
Dificil separar la informacién solo mirando la forma.
2. ¢{Qué pasa si transformas esta seiial a frecuencia?

En la frecuencia aparecen tres picos:

uno en la portadora (frecuencia alta)
dos a los lados (bandas laterales), que contienen la informacién real
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En el espectro se ve clarito:
La portadora = un pico enorme en fc

La informacion atil = picos mas pequefiios a fc  fm

3. ¢éQué hace un demodulador inteligente?

En frecuencia elimina el pico de la portadora.
(pone ese valor en cero)

La operacidn es trivial:

X[fc]=0
Eso es todo.

4. ¢Y luego qué?

Aplicamos la transformada inversa:
x(t) = IFFT{X(f)}

El resultado en el tiempo es:

una senal sin portadora
solo queda la informacién m(t).

5. éPor qué funciona tan bien?

Porque en el dominio del tiempo la portadora esta mezclada con la sefal (til.

No hay forma de "borrarla" directamente sin destruir la informacién.



En cambio, en frecuencia:

la portadora es un pico aislado

el mensaje estd a sus lados

separarlos es tan facil como borrar una linea

Senal Sefal Eliminar la
modulada en frecuencia portadora
ot X(f)
l‘ A
‘ i
f t
Espectro Senal
filtrado demodulada

Ejemplo Completo con Férmulas y Calculos
1. Definimos la sefial modulada
Tomemos un caso sencillo de AM:

m(t) = cos(2m fm t)

s(t) = (1 + m(t)) cos(2mfc t)
Usaremos valores especificos:

Frecuencia del mensaje: fm = 100 Hz
Frecuencia de la portadora: fc = 1000 Hz

Entonces:
m(t) = cos(200m t)

s(t) = (1+cos(200m t)) cos(2000m t)

Expresémosla:
s(t) = cos(2000m t) + cos(200m t) cos(2000rm t)

2. Aplicamos identidad trigonométrica
cos A.cos B=1% cos(A+B)+cos(A-B)]
Entonces:

s(t) = cos(2000m t) +% cos(2200m t) + % cos(1800rm t)



Sustituyendo frecuencias:
1000 Hz

1000 + 100 = 1100 Hz
1000 - 100 =900 Hz

La sefial queda:

s(t) = cos(2m .1000 t) + % cos(2m . 1100 t) + % cos(2m . 900 t)

3. Espectro de la sefal (Serie / Transformada)
El espectro tiene:
un pico en 1000 Hz (portadora)
un pico en 1100 Hz (banda lateral superior)
un pico en 900 Hz (banda lateral inferior)
Lo escribimos como suma de deltas:
S(f) = 6(f — 1000) + % 6(f - 1100) + % &(f — 900)
Simétrico en negativo también, pero omitimos para claridad.
4. Eliminamos la portadora
En frecuencia, simplemente hacemos:
S(f) € S(f) con §(f - 1000) =0

El nuevo espectro:

Sfiltrado(f) = %2 6(f - 1100) + % 16(f - 900)



5. Transformada inversa (IFFT / Serie inversa)

Aplicamos:

:E(t) = .F_l{Sﬁlnrado(f)}

Transformada inversa de una delta:

FH{8(f — fo)} = cos(27 fot)
Entonces:
2(t) — %COS(?W - 1100%) 1 %COS(%T - 900¢)
Factorizamos:

2(t) = %[cos(Q:rr(fC FFa)t) + cos(2n(fo — fu)t)]

Usamos la identidad inversa:
cos(A + B) + cos(A — B) = 2cos Acos B
Entonces:

x(t) = cos(27 f.t) cos(2m fint)

6. Para obtener la seiial del mensaje, multiplicamos por la portadora
Para demodular:
m(t) = x(t) - 2 cos(2nw f.t)
m(t) = 2cos(2x f.t) - cos(2m fot) cos(2m frnt)

m(t) = cos®(27 f.t) cos(27 frt)
Usando:

1
cos?(0) = 5(1 t cos(20))
Resultado:
1 1
m(t) = 5 cos(2m f,,t) 3 cos(2m(2f,.)t) cos(2m f,.t)
Luego se pasa por un filtro pasa-bajos, eliminando el término de alta frecuencia.

Resultado final:

m(t) = cos(2x f,,t)

La informacién original ha sido recuperada.



Qué hace la transformada inversa de Fourier?

Imagina que tienes una sefial cualquiera: audio, vibracidén, una onda cuadrada, una sefial modula-
da, etc.

Cuando la pasas al dominio de la frecuencia (con la FFT), lo que obtienes es:
una lista de frecuencias

cuanta fuerza tiene cada una

y la fase (cdmo empiezan en el tiempo)

Eso es tu espectro.

La transformada inversa hace esto:

Toma todas esas frecuencias, con su fuerza y fase, y las vuelve a sumar para reconstruir la sefial ori-
ginal en el tiempo.

NADA mas.

No estds integrando. No estds haciendo cosas "raras".
Estas literalmente sumando ondas.

El secreto que simplifica toda la comprensién
Ejemplo:

“Pon una onda de 100 Hz con fuerza 3”

“Pon otra de 300 Hz con fuerza 1”

“Pon otra de 500 Hz con fuerza 0.2”

sumalas...

iy aparece la sefial!

éPor qué aparece una integral en los libros?

Porque cuando hay infinitas frecuencias posibles, en vez de sumar una por una, se usa una inte-
gral. Pero la idea sigue siendo EXACTAMENTE la misma:

sumar ondas
sumar ondas
sumar ondas

Eso es todo.

No necesitas entender el simbolo de integral para entender qué hace.
El simbolo es solo una forma compacta de escribir:

“Suma todas las frecuencias posibles desde muy bajas hasta muy altas.”



Transformada Inversa de Fourier (explicacidn simple)

Cuando una sefial se transforma al dominio de la frecuencia, obtenemos una lista que indica cuan-
ta “presencia” tiene cada frecuencia dentro de la sefial.

La transformada inversa toma esa lista y reconstruye la sefial original sumando todas esas frecuen-
cias (cada una con su intensidad y su fase).

No hace nada misterioso: simplemente vuelve a juntar todas las ondas que componen la senal.

Definicion de Funcion PAR o IMPAR

équé es una funcion par en palabras simples?

Una funcién par es una que se ve igual del lado izquierdo y derecho del eje vertical.

Ejemplos muy visuales:

una montana simétrica
una U
un coseno

Si se ve igual de los dos lados = no necesita ondas que produzcan “desbalance”.

Las ondas que son “simétricas” naturalmente son los cosenos.

Por eso:
las funciones pares solo usan cosenos en Fourier.

équé es una funcion impar en palabras simples?
Una funcién impar es una que al voltear la grafica 180° sobre el origen queda igual.
Ejemplo muy visual:

una S centrada
una rampa que sube a la derecha y baja igual a la izquierda
un seno

Las ondas seno tienen ese tipo de simetria de giro.

Por eso:
las funciones impares solo usan senos en Fourier.



Y si tu funcion no tiene ninguna simetria...

Entonces necesitas seno + coseno porque nada te ayuda a simplificar.

Ahora si: por qué las 3 férmulas de Fourier existen
Las 3 férmulas NO salieron por arte de magia.

Salen porque Fourier dijo:

“Si es par = solo cosenos”
“Si es impar - solo senos”
“Si no es nada = necesitas ambos”

Entonces:

Férmula general (seno + coseno)
Es la formula que sirve para cualquier sefial.

Formula solo cosenos

Se obtiene al darse cuenta:
“Si la seiial es par, todos los senos sobran.”

Formula solo senos

Se obtiene igual:
“Si la sefial es impar, todos los cosenos sobran.”

Funcion impar
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Funcion par

f(=x) = f(x)
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Funcién impar

f(x)=x f(~x) = —f(x)

f(-x) = —x
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Simetrias y Coeficientes de La Serie de Fourier

Funciones
Simetria Coeficientes en la serie
) T Senos y
Ninguna =% J- (t)cos(nm, t)dt =z I (t)sen(nm,t)dt S ROk
Ti2 T2
T2 B anicamente
Par =2 _[ (t) cos(hm, t)dt b,=0 cosenos
(1]
unicamente
Impar =0 =4 If(t)sen(nm t)dt o
(1]
0 npar 0 npar | Senosy
media Uiz ; _] T -
ohda 4 Jf(t)cos(nm“t]dt nimpar| "~ | J-f(t)sen(nmﬂt)dt nimpar 'i:[?l?::;z:
(1]




1) Enfoque Didactico (Intuitivo y Visual)

éQué es una Serie de Fourier?

Es una manera de descomponer una funcién cualquiera (si se repite cada cierto intervalo) en on-
das senoidales y cosenoidales.

Dicho en forma simple:
Cualquier sefial periddica se puede reconstruir como la suma de ondas sinusoidales.

Onda quadrada
resultante

\/ \/
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sin(5-wt) /S

sin(7-wt) /7

Composicion de una onda cuadrada a partir de sus armdnicas

En la figura anterior, se observa que con la suma de varias sefiales senoidales (y cosenoidales) se
puede construir una onda cuadrada. La onda cuadrada de enmedio se ve que tiene algunas ondas
seriales que se van aproximando a la forma de onda cuadrada. Finalmente la tercera onda cuadra-
da ya esta bastante bien definida y contiene mas frecuancias de ondas senoidales.

Esta es la principal idea de las seies de Fourier.

yl &1 85
A




La sefial original puede ser:

una onda cuadrada

un diente de sierra

una sefial de audio

una vibracion mecanica

un patrén repetitivo cualquiera

Todas se pueden construir sumando senos y cosenos.

Analogia didactica

Imagina que quieres construir cualquier color usando mezclas de rojo, verde y azul.
Pues Fourier descubrio que puedes construir cualquier forma periédica sumando solo:

Senos

Cosenos

cada uno con frecuencia multiplo de la frecuencia fundamental
cada uno con su peso (coeficiente)

La Serie de Fourier es como una receta que te dice cuanto de cada seno y coseno necesitas.

Como "piensa" Fourier

Para Fourier:

Una sefal dificil > es combinacion de piezas simples

Las piezas simples - senos y cosenos

El proceso = sumar ondas hasta reconstruir la forma original

Un ejemplo cldsico:

Xty = Onda cuadrada con ciclo de trabajo de 50%
1.2

T
nl X (1) /‘\ /-
1 = Sum (Ave+harmonics)
—— —— Average
13 harmonic
0.8 =

o6l

0.4 -

me
(=]
N

-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2



X.[(t) y primeras cuatro armdnicas

Xp(L), sin(nmgt)
o

1 mIn oo e __ ! | armoénicas
I

-T2 0

Tiempo (t)

(_(t) multiplicada por las primeras cuatro armdnicas 78
Ll.

Xp( U sin(nag L)

Tiempo (t)

La fundamental: es la frecuencia bdsica.

Los armdnicos: son multiplos enteros de la fundamental.

Solo senos impares reconstruyen una onda cuadrada.

La serie nunca termina, pero después de pocos términos la aproximacion es sorprendente.

2) Enfoque Matematico (Formal y Completo)

Sea una funcién periddica de periodo T.
La frecuencia fundamental es:

27

wWo = &

T

La Serie de Fourier se expresa como:

f(t) = ap Z la,, cos(nwot) + by, \sen(nwyt)]

n=1

Como se calculan los coeficientes

2 T/2

a, = — f(t) cos(nwyt) dt
T 7T!2
T/2



Interpretacion matematica
a0 = componente de DC (promedio de la sefial)
an = peso de cada coseno (parte par)

bn = peso de cada seno (parte impar)

Esto se debe a que senos y cosenos forman una base ortogonal, similar a como los vectores i, jA,
kA forman una base en el espacio 3D.

Ejemplo matematico clasico: onda cuadrada

1, 0<t<

ra|

1, 3<t<T

Resultado:

4 | 1, 1
f(t) = — |\sen(wpt) 4 5"‘-.,‘scn(3wnt) | g'\.&scn(h”,w(,t) SRR
T

Solo intervienen armonicos impares y solo senos (funcion impar).

3) Unidn entre lo didactico y lo matematico

La parte didactica responde:

por qué los armadnicos recrean la sefal,

por qué las ondas cuadradas vibran con multiplos impares,

por qué hace falta seguir sumando términos.

La parte matematica responde como se calculan exactamente los coeficientes.
Juntas, permiten que:

la idea intuitiva (mezcla de ondas)

la construccion formal (integrales y ortogonalidad)
la aplicacidn en sefiales, fisica, electrdnica, audio y vibraciones



Ejemplos de Series de Fourier

1) Onda Cuadrada Simétrica

%;(t) = Onda cuadrada con ciclo de trabajo de 50%

1.2 T T T T
x.l.(t) /‘\
1 === Sum (Ave+harmonics)
-~ — - Average
w48 harmonic
0.8

Tiempo

f(x)

N|r~<

— ]




Definicion

Resultado
4 1 1
f(t) = \sen(wyt) 4 g\seu(3wnt) | g\scn(&unt) foo

Solo senos, solo armonicos impares.

2) Onda Triangular
f(x) m=2 S(x) m=3
1 1
0.5 0.5

Xty = Onda Triangular

X (t)
Sum (Ave+harmonics)
—— — - Average

15! harmonic

+A

-A

1 1
-T -T/2 0 +T/2 +T

Tiempo



Definicidon

Triangulo centrado, amplitud 1.

Resultado
8
ft) ==

s

cos(wpt)  cos(3wyt)  cos(bwyt)
12 32 I‘ 52

Solo cosenos, solo impares, amplitud cae como l/nz.

3) Onda Diente de Sierra

Suma de los primero términos en la serie de senos B_sin(nwx) (L=1)
n

1
08F
06}
04t
% 0.2} |
c
=
% ol
g:
g 02 / |
)
04 F \ /
B|Qn1 X)
06 B, sin(xx/L)+B,sin(27x)
o8t ] Bisimzrx)+stin(27rx)+Basin(3rrx) |
f(x) (odd extension)
-1 4 i 4
3 -2 -1 0 1 2 3
X
Definicion
2 T T
t)==t-1, ——<t<—=
Resultado
2 [\sen(wpt) \sen(2wyt) \sen(3uwyt)
e T R B

Todos los senos, amplitud 1/n.



Series de Fourier — Explicacion para Principiantes

1. ¢Qué problema intentaba resolver Fourier?



Fourier se preguntd:
é¢Podemos construir cualquier senal periddica usando solo ondas senoidales?

Sorprendentemente la respuesta es si.
Eso significa que formas muy distintas como:

Onda cuadrada

Onda triangular

Onda diente de sierra
Sefiales de audio
Vibraciones mecénicas

todas se pueden construir sumando puros senos y cosenos.

2. ¢Por qué senos y cosenos?
Porque son ondas perfectas, suaves, repetitivas y muy faciles de manejar.

Ademas:

Se repiten exactamente.

Puedes cambiarles frecuencia, amplitud y fase.

Son predecibles y limpias.

La electricidad y el sonido se comportan naturalmente como ondas.

Fourier descubridé que estas ondas son como bloques de construccidn, igual que los ladrillos para
hacer una casa.

3. La idea intuitiva

Imaginate que tienes la forma de una onda cuadrada y quieres recrearla.
Lo haces sumando muchas ondas suaves:

Primero agregas una senoide grande:
-> se parece un poco

Luego afiades otra mas rapida:

- se parece mas

Y luego otra...

Y otra...

Cada nueva onda mejora el dibujo completo y, sumdandolas todas, reconstruyen la sefal exacta.
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4. {Qué es una Serie de Fourier?

Es simplemente una suma de ondas senoidales (senos y cosenos) con diferentes:

amplitudes
frecuencias (armonicos)
direcciones de giro (fase)

Se escribe asi:

Seiial = (seno fundamental) + (seno armonico 2) + (seno armonico 3) +. ..

No necesitas las férmulas todavia, solo la idea:

1.5

o5/
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Una Serie de Fourier es una receta que dice cuanto de cada onda necesitas para construir la senal.



5. éQué son los armonicos?

La frecuencia principal se llama fundamental.
Las demas son multiplos enteros:

1f - fundamental

2f = segundo armdnico
3f - tercer armodnico
4f = cuarto armonico

Son como “copias” de la onda original pero mas rapidas.
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6. ¢Por qué las senales tienen armdnicos?
Porque las sefiales reales NO son ondas perfectas.

Una onda cuadrada tiene cambios bruscos, y esos cambios requieren ondas rapidas (armonicos al-
tos) para reproducirse correctamente.

Entre mas puntos “agudos” tenga una forma, mas armdnicos necesita.

7. éQué representa cada parte de la Serie?
Para principiantes es util verlo asi:

Ao - componente constante (DC)

A, = cuanto coseno necesita la sefial

B. & cudanto seno necesita la sefial

Como si fueran ingredientes de una receta.

8. {Qué importancia tiene en la vida real?
Las Series de Fourier son la base de:
analisis de sefiales

ingenieria de audio

compresion de imagenes JPEG

analisis de vibraciones
telecomunicaciones

electrénica

instrumentacion cientifica

Casi toda la tecnologia moderna usa Fourier en alguna forma.
La FFT hace esto:

Tiempo - Frecuencia

(tomas una sefial = obtienes sus componentes frecuenciales)
La transformada inversa hace esto:

Frecuencia - Tiempo

(tomas los coeficientes - reconstruyes la seial)



Y la Serie de Fourier hace exactamente lo mismo cuando la sefal es periddica:

Los coeficientes an, bn son la “frecuencia”.
La suma de senos y cosenos es la reconstruccion en el “tiempo”.

Entonces, la Serie de Fourier es conceptualmente equivalente a reconstruir la sefal a partir de
sus componentes.

Eso es precisamente lo que hace la transformada inversa de Fourier.

“La Serie de Fourier puede interpretarse como la forma discreta y periddica de la transformada in-
versa de Fourier: toma los coeficientes de frecuencia (armdnicos) y reconstruye la sefial en el tiem-

n

4
f(t)= —[sen (w,t)+ %sen Baw, 1)+ %sen (Sw,t)+ ]
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Ejemplos

1. Onda Cuadrada (Simetria Impar)

| )
« Funcion: f(z) = il <z<m (Periodo 27).
1 si—w<x<0

» Analisis: Funcion Impar. Por lo tanto, ag = Oy a,, = 0.

nm

. 2L sinesimpar
« Coeficientes: b, —

0 sinespar

+ Serie:

f(z) = 4 [sin(m) } %sin(?)m) } %sin(fmz) } ]

™

T
U W

SERIE DE FOURIER: ONDA CUADRADA

1. Funcién Original (Impar)
2. Aproixiacion con N=5 Términos

125

A,

5 1 A1

-411 -1 0 T 41

f) =4

il 5% 1
n-1,3,5.... 1sinnx) > sin(x) [ sin(x) + 3 sin(5x) ]



2.

Onda Triangular (Simetria Par)
Funcion: f(z) =1 %' para —m < x < .
Analisis: Funcion Par. Por lo tanto, b, = 0.

1 —4 s sinesimpar
e — n-m
- T

Coeficientes: ap = 3 0 .
si n es par

Serie:

f(x) :% i % [cos(:z:) } écos(Sa:) } %003(51‘) Fo..

Onda Triangular (Simetria Par) Periodo =T

Xplt)

— x.r(l)

Sum (Ave+harmonics)
- ——— Average
A N 1% harmonic

Xl
Q

-T -T2 0 +TP2 +T



3. Funcion Rampa (Simetria Impar Pura)

Funcion: f(z) = z para —7 <z < 7.

Analisis: Funcion Impar. Por lo tanto, ag = Oy a,, = 0.

Coeficientes: b, = %( 1)-!1—1_

+ Serie:

f(z) =2 |sin(z) %sin(Qa:) | %sin(Bm) z—llsin(fim) | ]

s(x)

firx)




4. Funcion Coseno Cuadrado (Componente DC y Arménico Unico)

Funcion: f(z) = cos?(z) (Periodo , pero usaremos 2).

Analisis: Funcion Par. La identidad trigonométrica
2y — 1 1.
cos*(z) = 5 + 5 cos(2z) resuelve la
serie directamente.

as = x.a, = 0paran # 2.b, = 0.

+ Coeficientes: ¢y = 2 :

5.
+ Serie:

cos(2z)

flz) = 4

o | =
o | =

Explicacion intuitiva
cos(x) vibra una vez por periodo.
cos?(x) vibra el doble - por eso aparece un cos(2x).

Ademas, como oscila entre 0 y 1, aparece un término constante 1/2.

La sefal es totalmente reconstruida con solo una frecuencia y una componente DC.

"\Bﬁs(Zx) s
AN /LN /S
AN T M/ ]

F

-t " » - 2B



5. Funcion de Pulso Rectangular (Simetria Par con DC)

1 sifz|<a

Funcién: f(z) = 0 s
s1a <

r

< T

(cona < ).

Analisis: Funcion Par. Por lo tanto, b, = 0.

Tendra componente ag porque el promedio no

es cero.

.
q =

Coeficientes: ag =

Serie:

i) = 8 2 Z sin(na)

I

Donde:

el periodo es 2m,

la funcién es par,

contiene componente DC,

y sOlo aparecen cosenos en la serie.

éPor qué es PAR?

La funcién cumple:
f(=x) = f(x)

cos(nz)

.a, = = sin(na).

porque el pulso es simétrico respecto del eje vertical.

No hay senos en la serie.
Sélo hay a0, al, a2,...

Férmula general de Fourier para funciones pares

flz) = % ia" cos(nz)
n=1

con:
2 mw
ag = —/ f(z) dz
™ Jo

2 m
a, = — f(x) cos(nz) dz
™ Jo



Calculo del término DC (ao)

En el intervalo donde f(x) # 0, solo entre O y a:
ag = g Adx
T Jo

ap — ? [:E:[()

2Aa

ag = ——
T

La componente DC es:

agn Aa

2  x

Calculo de los coeficientes an

2 {43
Gp = —[ Acos(nz)dzx
™ Jo
2A [sin(nz)]”
o — 24 |:blll(’n£)j|
0

™ n

24
a, = — sin(na)
nm

Serie de Fourier final

f(z) = — °, Z — sin(na) cos(nz)

nmw

Esta es la Serie de Fourier completa de un pulso rectangular PAR.
Interpretacion intuitiva (super didactica)

Como la sefial es par, solo hay cosenos.
Como tiene DC, aparece un término constante.

La forma del pulso (subida = plano = bajada) genera muchas frecuencias, de amplitud:
(2A / nmt) sin(na)

Si el pulso es angosto (a pequefio) - contiene altas frecuencias.
Si el pulso es ancho - contiene menos armdnicas.



X, (1)

A
<>
< T >
oF
T T -T;;:z 0 T T/2 T-'I"pfl
p(t)
»
A
-+ |
T 0 T
2 2
p(t) cos(2nm fyt)
“~
A
T




6. Funcion con Desplazamiento (Caso General) .~
e Funcién: f(z) =z + lpara —m < & < .

+ Analisis: Funcion General (ni par ni impar,
pues f(—x) = —x + 1, que no esigual a f(x)
nia — f(x)). Necesita ag, a,,, b,.

« Descomposicion: f(z) = 1 + x.

« Eltérmino 1 contribuye a ag.

« Eltérmino x contribuye a b,, (del ejemplo 3).
= Serie:

f(z)=1+2 [Sin(:z:) %sin(2m) | %sin(Sa‘:)

¢éEs par o impar?

Evaluemos:
f(-x)=(-x)+1

Comparar con f(x) = x + 1:

No cumple f(-x) = f(x) - NO es par
No cumple f(-x) = -f(x) > NO es impar

Conclusioén: es funcion general -
su serie de Fourier tiene senos y cosenos, ademas de DC.

Férmula general de la Serie de Fourier

ap - .
flz) = > i Z (an cos nx + b, sin nx)

Coeficientes:

ag = % fﬁ f(z)dz

n=1

a, = 7—1r /ﬁ f(z) cos(nz) dx

b, = 1 fﬁ f(z) sin(nz) dz



Calculo del término DC (ao)

]_ N
anp = —/ (1‘ f ].) dr
™)

m

Separar integrales:

a(,:l[f rdxr fld:r}
™ -7 —T

Primera integral (funcion impar):

/ rzdr =0

Segunda:
f ldz =27
Entonces:
1
apg = —(0 } 27T) =2
T
an
— =1
2

Calculo de an

a, = 1/ (z + 1) cos(nz) dz
mw J_

T

Separar:

1 m m
an = _ [/ x cos(nzx) dx f cos(nz) d:c]

— T

Segunda integral:

f cos(nz)dz = 0

¥

Primera integral:

x-cos(nx) es funcidn impar x par — impar

La integral de una impar en intervalo simétrico es 0:

‘/W x cos(nz)dr =0



Calculo de bn

b, = 1/ (z + 1) sin(nz) dz
™ -

Separar:

L[ [" !
b, = — [f x sin(nz) dz 1 / 1 - sin(nz) di’]
m —T

—7

Segunda integral:
¥

f sin(nz)dz =0

—i
(la sinusoide completa se cancela)
Calculemos la primera:
x-sin(nx) = impar x impar = par
Por eso si contribuye.

f z sin(nx) dx ;l/Zf z sin(nz) da

T 0

Resolver por integracion por partes:
Sea:
e u=uxdu=dzr

e dv = sin(nz)dz, v = Tl—Lcos(n.zr)

1
/:csin(n:c) dz = %cos(nm) | ;/cos(nm) dz

Completar en 0—t:
/ﬁ zsin(nz) dz = T cos(n) i2 sin(nm)
o n n
Pero:
sin(nw) =0
cos(nm) = (—1)"

Entonces:
s
f z sin(nz) Y E( )"
0 n
Ahora:

/W rsin(nz)de = 2 { %( 1)"] = 2%( 1"

—

Finalmente:

SRR

2 T
b, = ——(-1)"
n
O equivalentemente:
2 1) t!
) _ 20
n

Serie de Fourier final

flz) =1+ Z % sin(na)

n=1




Interpretacion didactica

Como la funcién no es par ni impar - tiene solo senos, pero NO cosenos.

El término DC = 1 desplaza toda la funcién hacia arriba.

Las demas ondas senoidales “dibujan” la pendiente del término xxx.
La alternancia (-1)*{n+1} hace que cada seno “apunte” al lado correcto.

El 1/n hace que las armdnicas altas aporten menos.

Sum(B_sin{nux))

02F

0.2 i\

04 F

06

08

— Bisin( mX)

= {(x) (0dd extension)

B1 sin( :rx/L)+stiwn(2 7X)

B| sin(mx)+ stintz TR+ Basin(B mX)




7. Onda Diente de Sierra (No Centrada) {§
« Funcion: f(z) = z para0 < z < 27 (Periodo 2).

« Analisis: Funcion General (no simétrica respecto al origen o al eje y). Necesita ag y b,,.

2
n’

2r
+ Coeficientes: ay) = 2% fo rdr=m.a,=0.b, =

+ Serie:
: 1. 1. 1.
f(z) =7 — 2 [sin(z) 4 53111(23;) } gsm(?m:) : 13111(4;1:) b

Este es un caso clasico: la Ilamada rampa periddica.
¢éEs par o impar?

No podemos usar directamente par/impar, porque la funcion estd definida en
0 < x < 2m, no en un intervalo simétrico como -, 1t

Pero si queremos analizar simetria, podemos extenderla al intervalo -m, m:
Tras un corrimiento equivalente, la extensién queda impar.

Conclusién practica: esta funcién periddica tiene solo senos (no cosenos),
excepto por el término DC que puede aparecer o no segun el intervalo.

Serie de Fourier general

f(z) :% N (a cos(n) + by sin(nz))
n=1

con:



Calculo del término DC (ao)

2
1
g = — x dx
™ .Jo

2],
1 /Ax? 1
;(%) =, (@) =2r
5 _,
5 =

Calculo de an

1 2w
a, = — / x cos(nz) dx
™ Ja

)
Resolver por partes:

u=x du=dz

e dv = cos(nz)dz, v = %sin(nz)

[mcos(n:r) de =2

. 1
= sin(nz) - — cos(nx)

Evaluar en 0—27t:

1 xr | 2w 1 27
an = — ['n, s1111(n$)|0 f ECOS(TMB)L) ]

Ahora:

sin(n - 27) = 0,
cos(n-2w) =1,

Entonces:

sin(0) = 0
cos(0) =1



Calculo de bn

1 27
b, = — f zsin(nz) dz
0

T
Integracion por partes:

e u==zdu=dzr

* dv = sin(nz)dz, v = — L cos(nz)

: 1
f:rsin(na:) dzr = fcos(mc] | —[cos(n:z:) dz

n n

: 1
= Ecos(n:z:) t — sin(nz)
n n

Evaluar en 0—21:

1 T 27 1 . 2m
b, = - [ - cos(nz) . b sin(nz) , }
sin(n-27) =0, sin(0) =0

cos(n-2m) =1, cos(0)=1

1 27 0
b”;[ RS “}
b, — 2 _ 2

mr T
2
b'n. — -
T

Serie de Fourier final

f(z) =m Z( %) sin(na)

n=1

O mas limpio:

fla)=m

sin(nz)

SN

3
|
—

Interpretacion didactica

La funcion crece linealmente - la serie estad formada solo por senos decrecientes 1/n.
El término DC = it centra la funcidn arriba.

Cada seno “corrige” un pedacito de la rampa.

Las armdnicas altas agregan pequefias ondulaciones para recrear la rampa perfecta.



— -0.318"sin(w, 1)
-0.318%sin(o,1)-0.159"sin(2 * @ _f)
-0.318"sin(e, 1)-0.159"sin(2 * w0, 1)-0. 106*sin(3"e, 1)

— -0.318"sinf,1)-0.159"sin(2 * w, 1)-0.106*sin{3*w, 1)-0.0785"sin(4*s, 1)

— -0.318"sin{w,1)-0.159"sin(2 * w,1)-0.106*sin(3 "0, 1)-0.0785*sin(4*x, £)-0.0636*sin(5 "o 1)

P
4 mi) - o
c_Dm(t)—Z— sm(nwmt)
=1 T
4 0,5000
’
r I
*
’
’
-
’
L




8. Funcién Exponencial Compleja (Forma Exponencial) e”x

flz) =¢€" en ) < x < 2w, con periodo 27

éQué tipo de funcidn es?

No cumple simetria par.

No cumple simetria impar.

No es periddica por naturaleza - nosotros la forzamos a ser periodica.
Por lo tanto, su serie de Fourier tendra:

término DC

términos en cos(nx)
términos en sin(nx)

Férmula general de la Serie de Fourier

(s 4]
a
f(z) = EH i E:l lan cos(nz) + by, sin(nz)]
donde
1 27 )
ap = ;/ ei d.’B
0
1 2T
Ay = —/ e’ cos(nz) dzx
™ Jo

1 9
— I [pT _ 27 1
an - e ]() (e )

Por lo tanto:




Calculo de an

2
an = f e” cos(nz) dz
0

T

Este tipo de integral es estandar:

‘/eI cos(nz) dr =

e”(cos(nz) + nsin(nz))

1+ n?
Aplicamos limites:

1 [e"(cos(nz) + nsin(nz)) o
" { 1+ n? 0
Evaluemos:

Enz = 2w

o cos(n2m)=1
e sin(n27) =0

e’ (cos(n2m) + nsin(n27)) = e*"(1 + 0) = "

Enz =0
« cos(0)=1
e sin(0) =0

e"(cos0 + nsin0) = 1

Sustituimos:

Clefm 1

%= a1 } n2

B eQTr 1
T @+ n?)

Calculo de bn
1 2w
b, = — f e’ sin(nz) dz
™ Jo

Usamos integral conocida:

e’ (sin(nz) — ncos(nz))

[e”: sin(nz) dz = L2

Evaluamos limites:
Enxz = 2m:
e sin(n27) =0

» cos(n2w) =1

e (0 —n-1) = —ne*”
Enz = 0:
e sin0=20

e cos0=1



e0-n-1)=-n

Por tanto:
b — 1 ne?™ — (—n)
" r 1+ n2

Simplificando:

1 —n(e* —1)

b'n, - —
T 14+ n2
b — n(e?™ — 1)
o Tr(]_ | nz)‘

Serie de Fourier final

fla) = S 1 Zl e 12 cos(ni) %sin(nm)]

n=1

Factor comun:

f(z) = e — 1 % f: (cos ne) nsin(nm))
—1

1+ n? 1+ n?

Interpretacion didactica

Como no tiene simetria, su descomposicidn necesita senos y cosenos.

La exponencial crece muy rapido - las armdnicas grandes tienen amplitud significativa.
El coeficiente comun [(e”2n) —1] aparece porque la funcién crece en un periodo.

Esta serie de Fourier es exacta y permite reconstruir eMx pero “plegada” cada 2.

Lo
-—h
o
—
o
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